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Математичне моделювання процесів 
за допомогою інтерполяційних сплайнів, 
ортогональних на відрізку |-І,1) 


У роботі запропонований метод побудови у явній формі множини сплайнів першого порядку, 
неперервних і ортогональних на відрізку |-1,1|, а також досліджується питання про наближення 
функцій однієї змінної за їх допомогою. Наведені формули для парних та непарних сплайнів із 
заданою кількістю вузлів, таблиці вузлів та нулів отриманих сплайнів. Запропонований метод можна 
буде використати для математичного моделювання та дослідження процесів різної природи. 


Вступ 


Сплайн-функції - це розділ теорії наближення функцій 1 чисельного аналізу, 
який швидко розвивається. Поряд з ортогональними системами функцій (1 |, (2) сплайни 
широко використовуються в обчислювальній математиці та інженерній практиці. 

Визначальна роль сплайнів в теорії наближення функцій привела до появи вели- 
кої кількості публікацій, присвячених сплайнам |З, (41. Серед ортогональних кусково- 
лінійних сплайнів найбільш відомою є система лінійних сплайнів Франкліна, яка 
отримується застосуванням процесу ортогоналізації Шмідта на відрізку |0,1)| до системи 
Фабера - Шаудера, побудованої за допомогою множини двоїчно раціональних точок 
відрізку 0,11; в цьому випадку система Фабера -- Шаудера з точністю до сталих множ- 


1 
ників збігається з системою «1, Ї ХО Фах», де яр ТЕЗИ є системою Хаара |), |б). 
0 


Ортонормована система неперервних функцій Франкліна не має явного виразу для 
елементів системи, як це є в ортогональних системах Хаара, Уолша 1 Радемахера для 
кусково-сталих сплайнів. Незважаючи на це, залишається відкритим питання про 
побудову і використання сплайнів, ортогональних на заданому відрізку. В роботі |7| 
побудовані ортогональні на відрізку |-1,1)| сплайни степеня п, які мають розривну 
похідну К --1 -го порядку 


пек анг, З о адетес 
вада бонУ поро іх 5-1) | ко0,п-і. 


У роботі |8| автори запропонували алгоритм побудови ортогональних на від- 
різку |-1,1| сплайнів та дослідили деякі їх властивості. У цій роботі розглядається 
загальний метод побудови неперервних ортогональних сплайнів п-го порядку на 


рівномірній сітці х; - -1-2К/ т, К «0, т. В основі такої побудови лежать поліноми 


(-1)" а" 2 ; зоба 
Лежандра Р, (х) щ ня ( ру , п: 0,1,..., які є ортогональними на відрізку 
п! їх 
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1-14. Алгоритм побудови системи сплайнів степеня п, ортогональних і неперерв- 


них на відрізку 1-1, , визначається формулами 


пін 


Рит()ЄР ро М (г), ге| -142(2-1)/ т-Ін2к/т|, Кеїт, педп'п'є М, 
но Зо о 
т т 


Рит (ЗІР у (оте -1н2(К-/ то ІнЖк/т)) от, пою п'є М. 
пуанНННоА ІНН 
т т 


Наближення функцій скінченними сумами цих сплайнів здійснюється за фор- 
мулами 


1 1 
2 
во 


У роботі (4| досліджуються сплайн-вейвлети степеня п. В основі їх побудови 


ГУ УСВА ско ГР, дах 


лежить використання однієї функції - вейвлета у (х) , яка дозволяє побудувати орто- 
гональну вейвлет-систему на базі системи м, | (х) 2 2/2 х- ю) з3жея, 


Отже, залишається актуальним питання про розробку 1 використання сплайнів, 
ортогональних на заданому відрізку, та математичних моделей на їх основі. 


Постановка задачі 


Нехай досліджуваний процес описується функцією однієї змінної /(х) на від- 
різку |-1,1). Метою даної роботи є побудова у явній формі множини сплайнів 
першого порядку, неперервних та ортогональних на відрізку |-І,1|, а також мате- 
матичної моделі на їх основі досліджуваного процесу. 


Побудова інтерполяційних сплайнів, неперервних 
та ортогональних на відрізку |- І, | 

Припустимо, що В(х)- І, В(х)з-х, а Р. (х)(К «2,3,..) має К- Ї вузлів 
хр (із 1-1) , розташованих симетрично відносно початку координат, і є лінійною 
функцією на кожному з інтервалів (1, ху, ), (Хі 15 Хр2 Дно» (Хр р-1» 1)» ЯКА на кінцях цих 
інтервалів приймає по черзі значення 11,1 В. (-1)-«-1 (К - 1,2,3,...). Окрім цього, за 
побудовою 


вход ев, ВОД ВО, (2 -12,3.), 


тобто множина ІВ, (х)) містить в собі парні і непарні сплайни; при цьому парні 


сплайни мають непарну кількість вузлів, і навпаки, непарні мають парну кількість 
вузлів. Для визначення цих вузлів використаємо умову ортогональності сплайна 
Р.О) (К -« 2,3,....) до попередніх сплайнів Р, (9 (7 - 1,2,...К -1): 


1 
Г Ва СОР бах є 0, ка 2,3, 1813 дв З (1) 
-1 
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1 
Ї РуОв даль од За ред дова 0) 
1 
Умови (1) або (2) приводять до системи Х - І рівнянь з К - | невідомими. 
Теорема 1. Система |в, (9), к 0,1, 2859 , де В. (х) визначаються формулами 
50)-1, Я0)г2х, 


Оп) (пу (дп) 


вид С ЇХНІ о В о дн ран |) о» 
ин о сен Ко Зою г 1-ма 


цояО б зач 


паї) бо - Р у 


Вані 92 (1) ко (жо ен НЕ 08) 


(2п-ї) | | (2пчі) 


п 
| Хі і дп) (для) Жх 
хУ смутні б В; (хом іержянх зв 
2. ун ож ХхОтн) зо і і гохолні) 


папа ох м 


є ортогональним базисом сплайнів першого степеня на відрізку |-1І,1| з симетрично 
розташованими вузлами. 
Для отримання формул (3) скористались тим фактом, що функцію 


ЛО), -о«хса 


.Р|,090, аххка, 


709 


Ян (2, а, я хо 


можна записати єдиним аналітичним виразом |9| 


пан | пончо ЗА ЛО їх і) 
рії? «ЗК926і 


Наведемо кілька побудованих неперервних ортогональних на відрізку 1-1, 
сплайнів: 
РО) 21-2рБІ, 
2х 1-х) 3 3 
відео (| кох ІЗ | хх! ), 
1-х) 2х0 анод 


(4) 

2 | Х | 1 (4) (4) 14 ХІ 

Ріє Б зр п Б Б со о З Й 
хі? х(9 усі 1-х? 
Су «Ж 
Жх хо'яЯХ т) (7) 

В (х)с- 5 | 2 іх х |-|х ху |Ї- 

1-х? 2 х? ХР хі? ї | ; 


ХРО Р 


(2? б хі? ра? - х ? ) 


7 7 
(їх 3 жна 
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4Л 
і-му? (т (т 
кро 1), 
7 7 7 
(1-х м Ух | 
2| х! ху? (10) (10) 
Вод зо Тну жна) 
х (19) х (0) 29 019 | 
(10) 010) 
о -М | (10) (10) 
но 1-6 7|91ю60 ША 
со з НУ шк 
(0) 010) 
с (10) (10) 
ча | ріж )- 
о -х00) ПЕ -хо?) | 
ї- (0) із (10) 
10 г 10 (іх м М уз б) 
потиежко | 
(на рис. 1 наведені графіки сплайнів Р, (х), К « 2.5). 
УР З 
РУ 0 РЗ(х,хі3) 0 
7,1 я 
71 0 1 71 0 1 
-1 х 1 -1 х 1 
а) 6) 
" -ї 
РА(х,хі9 0 РУ хізха9 0 
-1 -1 -1 ай 
71 0 1 71 0 
-1 х 1 -1 х 
в) г) 
Рисунок І - Графічний вигляд побудованих ортогональних на 1-1, сплайнів: 
а) Р, (х), 6) В), в) (2), г) В (х) 
«Штучний інтелект» 372011 297 


ал! Литвин О.М., Лобанова Л.С. 


У табл. 1 наведено вузли для Р, (х), К - 3,10; з урахуванням симетрії наведено 


тільки додатні значення вузлів. Зазначимо, що вузлом всіх парних сплайнів є ще 
хаб. 


Таблиця 1 - Додатні вузли х() неперервних сплайнів, ортогональних 
У К , 


на відрізку |-1,1) 
Сплайн Р(х) хі) хід хі? хі 

в) 0,41421356 
Рух) 0,50000000 
Р. (х) 0,20941904 0,66018307 
В.(х) 0,29289322 0,70710678 
Р (х) 0,18490285 0,45473964 0,73143555 
В(х) 0,25000000 0, 50000000 0, 75000000 
Ь(х) 0,12 971475 0,34317942 0,56565177 0,82608452 
Во) 0,16990846 0,39529048 0,60470952 0,83009154 


У табл. 2 наведено невід'ємні нулі для тих же сплайнів. Зауважимо, що сплайн 
Р, (х) має Кк нулів, що розташовані симетрично відносно початку координат; модулі 
їх обчислюються за формулами: 


(2п-1) за об хо оо 


М 
5110, зр 2 , 53 з 2 РР 

пор ов 

інно 

для непарного сплайна Р), 1(Х) 1 
х0л) хі хом хоп) зхОм 
51 з 2 , 52 -- 2 , 03 з 2 РЕ 
и оон з рн В ж 41 
п-1 2 , п 2 


для парного сплайна Р», (х) (п - 2,3,4,...). 
Сплайн В(х) має лише один нуль К, - 0, анулями Р-(х) є Ку « -0.5, Кк, «0.5, 
Теорема 2. Розклад /(х) 2 У СВО), С з ої Г./ОВ (дає дає найкраще 
ке0 ВО 


наближення функції /(х) є 14|-1,1)| множиною |в.09) в нормі /4|--1,1|, тобто 


1 й Й 
Ї ло У «ло ах -з тіпогаюо С. 
-1 Каб аг 

Зауважимо, що безпосередніми обчисленнями отримуємо 


|льсаї) -2. воді ока 
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Таблиця 2 - Невід'ємні нулі ортогональних сплайнів 


Сплайн РВ(х) а і) 9 що я 9 29 
В) 00000000 
Р(х) 0,50000000 
В(х) О,00000000 | 0,70710678 
Рух) 0,25000000 | 0,75000000 
В. (х) ОО0000000 | 0,43480106 0,33009154 
В. (х) 0,14644661 0,50000000 0,35355339 
В(х) О,О0000000 | 0,31982125 0,59308760 0,36571778 
В(х) 0,12500000 | 0,37500000 0,62500000 0,37500000 
Ь(х) ООО000000 | 0,23644709 0,45441559 0,695956314 | 0,91304226 
Во) 0,08495423 | 0,28259947 0,50000000 0,71740053 | 0,91504577 


Як приклад, на рис. 2 наведені криві, які демонструють якість наближення функ- 


22у2 1«ує 
цій /(х)- со5(лях) та Роз! 2х",-1«хос0 


за допомогою побудованої системи 
1-х, 0«хаї 


ортогональних сплайнів. 


12 1 


-12 


а) 6) 
Рисунок 2 - Графічний вигляд функцій: а) /(х), б) ЕЇ(х) - та їх наближення 
за допомогою побудованої системи ортогональних сплайнів 


Висновки 


Таким чином, у даній роботі запропоновано і досліджено явні формули для 
системи базисних сплайнів першого порядку, ортогональних на відрізку |-Ї, 1 |, задані 
у вигляді єдиного аналітичного виразу. Запропонований метод можна буде вико- 
ристати для математичного моделювання та дослідження процесів різної природи. 
Наступним кроком в роботі авторів в цьому напрямку планується розробка загальної 
теорії базисних сплайнів п -го порядку (п22). 
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МО09 Су ль 8 Ом 


О.Н. Литвин, Л.С. Лобанова 

Математическое моделирование процессов с помощью интерполяционньгх сплайнов, 
ортогональньгх на отрезке |-1,1| 

В работе предложен метод построения в явной форме множества сплайнов первого порядка, непрерьтвньх и 
ортогональньхх на отрезке (-1І,1), а также исследуєтся вопрос о приближениий функций одной переменной с их 
помощью. Приведень формуль!т для четньх и нечетньх сплайнов с заданньїм количеством узлов, таблицьт 
узлов и нулей полученньїх сплайнов. Предложенньй метод может бьть использован для математического 
моделирования процессов различной природьї. 


О.М. Іугууп, І..5. Іобапотма 

Макетагіса! Модєеіїпо ої Ргосе55е5 бу ОгіЮоропа! оп |-1,1| Пегроіабйоп 5ріїпез 

Тре тефоад Кг обуіоц5 Гогтеа соп5ігисйоп ої 5еї ої сопііпиоця апа огіроєопа! оп |-1,1| зрітез ої Фе Пт5і 
Честее 15 оНегей, апа арргохітабоп ої Гипсйоп5 ої опе уагіабіє бу Безе зріїпез 15 аї5о іпуезіісаїеа. ТПе 
Гогти!/аз8 Гог еуеп апа ода 5рітез мії їде йхей дпапіу ої поде5, (абіез ої поде5 апа 7его5 ої Фе гесеїуед 
зрітез аге діуеп. ТБе ойегед птефод сап Бе иц5ей їог плаЧпетайса! подейпе ої ргосе55е5 ої Бе уагіоц 
паїиге. 
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